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Resume. Nous montrons qu'un corps de nombres de degre arbitraire satisfait la conjecture 
de Leopoldt des lors qu'il est peu ramifie en un sens bien precis. 

Abstract. We prove that number fields with arbitrary degree but weak ramification satisfy 
the Leopoldt conjecture on the ^-adic rank of the group of units. 



Introduction 

La conjecture de Leopoldt postule que pour chaque nombre premier £, le rang 
^-adique du groupe des unites globales Ek d'un corps de nombres est egal au Z- 
rang de ce groupe, c'est a dire, conformement au theoreme de Dirichlet, a la somme 
rii + — 1 des nombres de places reelles ou complexes de ce corps diminuee de 1. 

Diverses approches ont ete tentees, qui la prouvent dans certains cas : 

Les methodes algorithmiques permettent naturellement de constater qu'un corps 
de nombres donne K satisfait la conjecture de Leopoldt, des lors que Ton salt ejfec- 
tivement faire des calculs dans K , i.e. determiner pratiquement un systeme d'unites 
fondamentales de I'anneau des entiers. II sufRt alors, en efFet, de calculer un certain 
regulateur £-adique avec une precision convenable, pour etablir qu'il n'est pas nul. 
Ces methodes permettent done de verifier la conjecture pour tout corps K donne 
et un premier £ fixe, des lors que le degre uk de K n'est pas trop grand. 

Les methodes algebriques donnent des conditions sufRsantes (mais non neces- 
saires) a sa validite. La theorie d'lwasawa montre ainsi que le defaut de la conjecture 
de Leopoldt pour un premier fixe £ dans la Z^-extension cyclotomique K'^ = U„gN^n 
d'un corps de nombres K est majore par I'invariant lambda attache a la limite pro- 
jective Ck" = lim Ci'f^^ des ^-groupes de ^-classes des etages finis de la tour (cf. e.g. 
[Wa| l. Sous I'hypothese de trivialite Ck<= = I, la conjecture de Leopoldt est done 
verifiee a tous les etages de la tour. Cette observation permet ainsi de construire 
des families infinies de corps de nombres qui la satisfont (cf. e.g. [Gr HJa2[ IJasI ). 

Les methodes transcendantes s'appuient principalement sur les resultats d'inde- 
pendance de logarithmes de nombres algebriques et utilisent tres peu les proprietes 
arithmetiques des unites. C'est pourquoi elles se generalisent sans peine a n'importe 
quel sous-groupe de type fini du groupe multiplicatif (cf. |Jai| ). Applique dans 
un contexte galoisien, le theoreme de Baker-Brumer permet ainsi d'etablir la conjec- 
ture de Leopoldt dans le cas oii le corps considere K est une extension abelienne 
de Q ou d'un corps quadratique imaginaire k et dans quelques autres situations (en 
particulier des que I'algebre de Galois Q£[Gal{K / k)] est un produit direct de corps). 

Theoreme principal 

Le but de la presente note est de presenter une quatrieme approche basee sur les 
resultats analytiques d'Odlysko, Poitou et Serre sur les minorations de discriminant. 
Son resultat principal affirme qu'un corps de nombres de degre arbitraire satisfait la 
conjecture de Leopoldt pour tous les premiers £ des lors qu'il n'est pas trop ramifie. 

II s'enonce comme suit : 
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Theoreme 1. Soit F un corps de nombres de degre np et de discriminant ahsolu 
dp. Sous la condition 

< 22,3, 

le corps F verifie la conjecture de Leopoldt pour tous les nombres premiers i. 

Et la meme conclusion vaut encore, si Von admet la conjecture de Riemann 
generalisee, sous la condition plus faible : 

|dj,|i/»F < 7_ 

Preuve du Theoreme. Elle est tres simple : nous allons proceder par contraposee en 
supposant que le corps considere F ne satisfait pas la conjecture de Leopoldt pour 
un premier donne £ ; autrement dit que qu'il existe un element non trivial e dans 
le tensorise €-adique £p = Zi ®z Ep du groupe des unites globales de F d'image 
locale triviale dans le groupe Hii^ ^es unites semi-locales attache aux places I de 
F au-dessus de £ (cf. IJasI ). 

Pour chaque entier n > 1, ecrivons e = EnVn ^vec rjn dans £p et £„ dans Ep 
suffisamment proche de 1 (disons de valuation z/[(e„ — 1) > £" + k) en chacune des 
places [ divisant i, de sorte que nous puissions definir sa racine ^"-ieme ^„ par : 

Cn = (i+(s-i))'^'" = Er=o(T)(^ 

Considerons alors pour chaque n > I'extension Fn de F engendree par 
Observons que le degre [Fn : F] tend vers I'infini avec n ; que I'extension Fn/F est 
non ramifiee en dehors de £, puisque e„ est unc unite ; et qu'elle est par construction 
completement decomposee aux places au-dessus de £. En particuher que Fn/F est 
non ramifiee a toutes les places finies et que la quantite |dF„ r^'''^"'''^^ construite sur 
le discriminant dp^ de F„, est independante de n et egale a IdFl^^^^'"^' = \dp\^^'^'' . 

Cela etant, les minorations asymptotiques obtenues via des considerations ana- 
lytiques par Odlysko, Poitou et Serre nous donnent I'inegalite : 

|f^^|i/nF > 22,3; 

et meme I'inegalite plus forte : 

> 44,7, 

sous I'hypothese de Riemann generalisee (cf. e.g. [Ma'). D'oii Ic resultat annonce. 
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